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Problem. Bestdm arean av det firgade omradet i figuren.
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Lésning. Infor beteckningar enligt foljande figur.




B kan bestdmmas genom att betrakta kvadraten i det nedre vénstra hornet.
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B blir da lika med 2 ganger kvartscirkelns area minus kvadratens area.

251 251
B=2-— —25=— —25.
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Eftersom A, B och C tillsammans utgor en halvcirkel kan A + C bestdmmas.

2 2 2 2
A+B+C=%©A+C=%—B:%—<%—25> — 2.

C, D och den stora kvartscirkeln utgér dven hela kvadraten, vilket gor det
mojligt att dven bestamma C + D.

100
C+D+T7T:100<:)C+D=100—257r.



D kan bestdmmas genom observationen att hela kvadraten utgors av foljande
delar.

Triangelns dimensioner kan fas genom att rita in féljande strickor och anvénda
Pythagoras sats.

b: 10 - by



Pythagoras sats i de tva ritvinkliga trianglarna ger 52 = b? + h?
= hy = /25 — b% och (hl + 5)2 + (10 - b1)2 =102

(h1 +5)+ (10 — by)? = 10

hi + 10h; + 25 4 100 — 20b; + b3 = 100

25 — b2 4 104/25 — b? + 25 + 100 — 20b; + b? = 100

104/25 — b2 — 20b; + 50 = 0
\/25 — b2 = 2b) — 5

25 — b3 = 4b? — 20b; + 25
502 — 20b; = 0

5b1(by —4) =0

b1 = 0 eller b = 4.
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Det &r uppenbart att by # 0, varfér by = 4. Det ger h; = /25 — 42 = 3, vilket
ocksa ger triangelns area till att vara T'= 10(5 + hy)/2 = 10 - 8/2 = 40. De tva
gula omradena kan bestidmmas genom att dela upp C; i cirkelsektorn S; och
triangeln T och utnyttja trigonometri for att ta reda pa nagra vinklar.
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Areorna av segmenten C; (som bestar av triangeln 77 och cirkelsektorn S7) och
(5 kan nu bestammas.

G 0

10
7t - arctan(4/3)

arctan(4/3)
/ > - arctan(4/3)

Areasatsen ger 17 som

T = % sin(m — arctan(4/3)) = % sin(arctan(4/3)).

Det kan sedan genom att rita upp en ritvinklig triangel (exempelvis med sidorna
3,4 och 5) inses att sin(arctan(4/3)) = 4/5, vilket ger
25 4

T
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S1 och Cy bestams till

5 arctan(4/3)

31:7('5 o

2
= ?5 arctan(4/3)

och .
O 102, 27 arctan(4/3)
2 2m

Eftersom T, Cy,Cs och D tillsammans utgor hela kvadraten kan D bestdmmas.

T+Cy+Cy+D =100
D=100-T —-Cq — Cy
D=100-T-T; — 51 —Cy

=50 (g - arctan(4/3)) .

t ¢

2
& D=100—40—10 — ?5 arctan(4/3) — 50 (g - arctan(4/3)>
75
& D =50-25m+ 5 arctan(4/3).
Da summan D + C' &r kind fas dven C.

25
D+ C =100 - 257 & C =100 — 257 — <50 — 25m + 5 arctan(4/3))

=50 — ? arctan(4/3).



Eftersom vi &ven har summan A + C far vi slutligen A.

A+C =25 A=25—- <50 - ? arctan(4/3)> = g arctan(4/3) — 25.

75
A= 5 arctan(4/3) — 25|.

Hér &r problemet en egentligen 16st, men en kort diskussion om andra ekviva-
lenta svar (som man till exempel far om man loser problemet med koordinat-
geometri och integraler) dr relevant. For detta kriavs tva faktum.

Lemma 1. For alla alla positiva x géller

1 T
arctan [ — | = 5 arctan(zx).

xT

gan (2} = 2arctan ( =
arctan 3 = Zarctan 9 .

Med Lemma 2 kan resultatet omformas till

Lemma 2.

A = T5arctan(1/2) — 25|,
| |

som kanske kan betraktas som det enklaste séttet att uttrycka svaret pa. Med
Lemma 1 kan detta vidare omvandlas till

A=175 (g = arctan(Q)) — 25|

Aven kombinationer innehallande alla tre av arctan(4/3), arctan(1/2) och arctan(2)
ar mojliga. Dértill kan man dven ha arctan(3/4), tack vare Lemma 1.

Nedan foljer bevis av de tva lemmana for den intresserade.

Beuvis av Lemma 1. Konstruera en ratvinklig triangel med katetrarna 1 och x.
De tva spetsiga vinklarna kommer att vara arctan(1/z) och arctan(z) eftersom
den ena vinkelns motstaende katet dr den andras néarliggande. Triangelns vin-
kelsumma ger dérefter

1
arctan () +arctan(z) + - =7
x

oy NS

1
& arctan () + arctan(z) =
T

o arctan (L) =T tan(z)
arctan | — = — — arctan(x).
T 2

[=p}



Bevis av Lemma 2. Betrakta tan(2arctan(1/2)). Da foljer av dubbelvinkelfor-
meln for tangens att

_ 2tan(arctan(1/2))  2-1/2
tan(Zarctan(l/2)) = 30 e an(1/2)) ~ 1= (1/2)2
1 1 4

T1-1/4 34 3

Alltsa &r tan(2 arctan(1/2)) = 4/3, och eftersom bade arctan(4/3) och 2 arctan(1,/2)
ligger i intervallet (—m/2,7/2) foljer att arctan(4/3) = 2arctan(1/2).



